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Apresentacao

o Qual a trajetéria de cada um até aqui?
o Quais as expectativas?

o O que vocés acham que é o MEF?

Atencao: Importante que vocés tenham a real nocdo do que é o
MEF, de modo que expectativa e realidade estejam em consonéancia...

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 3/48
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Situando o MEF...

Calculo
Dif. e
Integ.

me | [

Estruturas

) Método
Calculo dos. Mec. Eng.
Variac. Elementos Comp. Mecanica
Finitos
A
A / Outros Eletrom,
Algebra | . ! B
Algebra Linear < _mftoiio? Comp. Eng.
Tensorial Elétrica

Conceitualmente, MEF estd mais proximo do universo da matematica aplicada e da
mecanica computacional, do que das disciplinas de engenharia de estruturas e outras.

=] (=)
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Orientacoes

o Dedicag3o serd fundamental (dentro das contingéncias individuais, obviamente).

@ Conceitualmente, o MEF estd mais proximo da matemdtica aplicada que da
engenharia de estruturas. Ent3o precisaremos enfrentar uma quantidade relevante
de matemitica (o que n3o significa que o curso sera sofrivel ou enfadonho ou
pouco prético).

@ Gostaria da participacdo efetiva de todos, tanto nesse espa¢o, quanto fora da sala
de aula, eventualmente. A “troca” é importante para o avan¢o do conhecimento
humano. Nossas aulas serdo muito longas, precisaremos de interag3o.

@ Tentarei atender as dividas e aos questionamentos da melhor maneira possivel.
Caso surja um tema que demande maior reflexdo de minha parte e que n3o seja de
imediata resposta na aula, portanto, redargui-lo-ei posteriormente.

@ A curva de aprendizado do MEF é extensa e com certos dificultadores ... Ou seja,
n3o é rapidamente que se aprende o fundamental do MEF e n3o se frustrem por
eventuais obstaculos.

@ N3o esgotaremos o assunto! Como veremos é amplo o espectro de conceitos e
aplicacdes do método.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 5/48
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Organizagao do curso

Conforme o programa/cronograma do curso:
o Aulas tedricas e praticas;
o Datas: 20/07, 03/08, 17/08 e 31/08;
o Presenca compulséria (min. 75%);

o Necessidade de alguns recursos tecnoldgicos basicos (computador e
calculadora, basicamente);

o Software de anélise via MEF (SAP2000);
o Uma visdo por dentro da “caixa-preta” (se conseguirmos...);

o Listas de exercicios (em sala/casa) e um projeto final
(provavelmente);

o Bibliografia basica.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 6/48
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Visdo geral

O que é o MEF?

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico para
solugdo de problemas de campo (numérico = aproximado).

Um problema de campo é aquele no qual é necessaria a determinacdo da
distribuicao espacial de uma ou mais varidveis dependentes. Exemplos:
conducdo de calor, mecénica estrutural, eletromagnetismo, fluidos etc.

Matematicamente, um problema de campo é descrito por equacoes
diferenciais (ou expressdes integrais).

Problemas de campo envolvem geom. e c.d.c. complexas para os quais
(via de regra) ndo ¢ possivel obter sol. analiticas fechadas
(expressdes/fun¢des mat.).

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 7/48
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Visdo geral

A solucao analitica, em geral, exige a resolucdo de equacgles diferenciais
(ordindrias ou parciais), possivel somente em alguns poucos casos mais
simples.

O MEF, assim como outros métodos do género (G/XFEM, BEM, EFG,
etc.), é ferramenta nesse processo — Transforma eq. dif. em sist. de eq.
algébricas.

MEF — divide o dominio num sistema com subdominios menores
(elementos) interconectados em pontos comuns (nds); este processo de

divisio em elementos/nés é chamado de discretizacgao.

Cada elemento possui uma distribuicao assumida da var. de campo e o
arranjo particular de elementos é chamado de malha.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 8/48
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Visdo geral

O sist. de eq. alg. é resolvido para variaveis nodais, que s3o quantias da
varidvel de campo/estado e/ou, em alguns casos, de suas derivadas.

Os valores obtidos das varidveis nodais combinados com o campo
assumido no interior dos subdominios (elementos) determina
completamente a distribuicdo espacial dos campos desejados.

Ou seja, a(s) varidvel(eis) é(sdo) aproximada(s) no dominio original

elemento-a-elemento, por partes. — Resolve-se p/ os nds e interpola no
interior do elemento.

Prob. estruturais: Determinar deslocamentos em cada né e de-
formagdes/tensbes no interior de cada elemento.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 9/48
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Visdo geral
Contorno

N
Discretizagdo

"Continuo" "Discreto"

Fig.: Representacdo genérica de uma malha.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 10 /48
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Contextualizagdo histdrica
.,
Histéria
N3o totalmente linear! ContribuicSes simultdneas e ndo necessariamente
relacionadas ou interdependentes. O MEF € algo recente na histéria da ciéncia.

o Fim Séc. XX: alguns trab. secundarios ndo explicitamente relacionados a
teoria bdsica do MEF.

o 1940 — Hrennikoff: redes de barras p/ solu¢do de prob. sélidos (tensdes).

o 1943 — Courant: formulac3o variacional p/ obtenc¢do de tensdes com
interpolagcdo por partes através de subdominios triangulares; sugere
generalizacdo e potencial de um novo método.

o 1954 — Argyris e Kelsey: métodos matriciais p/ anélise estrutural
utilizando principios de energia.

0 1956 — Turner et al.: matrizes de rigidez de trelica, viga e EPT (A e ) e
Método da Rigidez Direta;

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 12 /48
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Contextualizagdo histdrica

1960 — Clough: batismo Elementos Finitos e formulacdo de EPT com A
e [

1960-1965: MEF adquire relevancia; formalizag3o tedrica em bases
variacionais; novas aplicacdes (Zienkiewicz e Cheung, 1965); novos
elementos de placa, casca etc. (Melosh, 1963); andlise 3D; primeiros
softwares comecam a surgir.

1970s: computacio grafica/mouse — avanco dos sofwares; primeiras
edi¢des de livros (Zienkiewicz); formulagao paramétrica (Irons, 1970); n3o
linearidade.

Atualmente: grande apelo computacional (testes ndo era possiveis na
origem); variagBes do MEF tradicional e outros métodos; novas aplicagdes
(n3o linear, multiescala, multifisico); paralelizagdo; machine learning, etc.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 13 /48
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Contextualizagdo histdrica

A década de 1950 é marcada pelos avancos da indistria aerondutica,
periodo em que engenheiros da drea desenvolveram muitas das técnicas
iniciais do MEF (e que tém impacto até hoje).

O avango do MEF ¢é paralelo ao desenvolvimento da Ciéncia da
Computacdo e das linguagens de programacgdo, assim como auxiliou a
impulsiona-las.

MEF + Estruturas é uma pequena parte do universo (uma pequena, mas
consideravel, parte). H4 uma infinidade de aplicagdes e o MEF ¢ algo
muito mais amplo.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 14 /48
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Conceitos

Alguns conceitos fundamentais

Para resolver um determinado problema fisico utilizando-se do MEF é
necessario compreender alguns pontos-chave:
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o Qual é o fendmeno fisico mais importante envolvido na andlise?

o O problema é dependente do tempo?

©

Ha alguma n3o linearidade?

©

Qual a natureza do material?

o Quais os resultados necessarios?

o Qual a acurdcia buscada?

Destas perguntas surgem conceitos basilares importantes de serem

previamente registrados, para que possamos nos situar:

Humberto Monteiro (Newton)
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Conceitos

Variacao no tempo: estatico x dinamico

Estatico
o N3ao depende do tempo;
o Carregamento n3o varia no
tempo;

o N3o ha efeitos inerciais.

Estatico P Dinamico P(t)‘

Forgas inercia
ditribuidas

Preliminares O MEF!
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Dinamico
o Depende do tempo;
o Carregamento varia no
tempo;
o Aceleragdo é importante e
ha efeitos inercias.
* Carga dindmica — magnitude,
direcdo e/ou ponto de aplicagdo
variam no tempo. Em decorréncia
disso, deslocamentos (e demais

campos derivados) também variam
no tempo.

Humberto Monteiro (Newton)

MEF-A01
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Conceitos
Nao linearidade: linear x nao linear

Linear — Pequenos deslocamentos e pequenas deformacdes.
N3&o linear — Geométrica, Fisica/Material, Condi¢des de contorno. Exige solvers
incrementais-iterativos para obtencdo de trajetérias de equilibrio.

Geométrica: grandes
desloc. /rot., mas
pequenas deformacdes.
Cabos, membranas, cascas
(estruturas muito

Fisica/material: relacio
entre tensoes e
deformacgdes. Polimeros,
aco (sob certas
condi¢des), concreto, solo

Condicoes de contorno:
Condigdes de
contorno/restricdes se
alteram com a evolugdo
do estado de deformacio.

esbeltas). etc. Contato entre dois corpos.
| Linear di o d2
B —+> >
, ;
io >
linear
€ € € d
Linear Elasto-pléstico  Parcialmente 8
(ac0) frégil (concreto)
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 17 /48
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Conceitos

Observagdao: Em mecénica do continuo, deformacao é uma medida da variagio da
configuracdo geométrica de um corpo (e.g., razo entre a variacio do comprimento
de uma barra e seu comprimento original). Por sua vez, tensdo é uma medida
de solicitagdo num ponto, relacionada a forgas internas do meio e energeticamente
correspondente ao estado de deformac¢des induzido num corpo.

Tensao-deformacao: Tensdes e deformacgdes se relacionam por intermédio de um
modelo constitutivo. Para nossas ambi¢cSes aqui no curso e para o nivel em que es-
tamos, é suficiente entender que existe um operador (ou uma formulagdo compacta,
com diversas constantes representativas de propriedades mecénicas do material) que
estabelece a maneira de se obter um campo do outro. Um exemplo simples e classico
é a Lei de Hooke unidimensional que estabelece: o, = Fe,.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 18 /48
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Conceitos

Homogeneidade: meio homogéneo x meio heterogéneo

Homogéneo: Mesmas propriedades Py Py
materiais em todo o dominio. ) C><>
Heterogéneo: Pontos materiais com
propriedades fisicas distintas ao longo do °70 ©o
dominio.
Homogéneo Heterogéneo
v
Isotropia
Meio responde da mesma maneira em <
todas as diregdes ( “relagido RN I/\
tensdo—deformagdo é a mesma em todas as
diregdes” ). # .
5 Mesmo wxﬂp:x:\:‘r::gﬁl;:lena! em
v

[m] = = =
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019
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Conceitos

L4

Atencao! Exploraremos o universo de problemas LINEARES, ESTA-
TICOS, HOMOGENEOS e ISOTROPICOS!

Notem: A restricdo ao cendrio acima é consideravel, mas essencial
para o inicio dos estudos e ja fornecerd dificuldades suficientes. Além
disso, é justo dizer que uma grande parte dos problemas corriqueiros
da Engenharia de Estruturas se enquadra potencialmente nesse micro-
cosmo.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 20/48
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Simulagdo numérica

O que é uma simulacdo numérica?

Em nosso contexto, simulagdo numérica é uma metodologia estratificada para
reproduzir virtualmente um determinado comportamento real através de
ferramentas algoritmicas, baseadas em formula¢des matemdticas (usar um

computador para predizer o comportamento de uma estrutura sob certas
condi¢des).

Fundamentalmente:
Entendimento do problema fisico — construcdo de um modelo.

Modelo matematico — conjunto de equagdes diferenciais e CDCs (Idealizacdo
baseada num conjunto de hipdteses).

MEF é simulacdo, ndo é realidade! MEF — Modelo discreto (também
erguido sob conjuntos de hipdteses).

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 21/48
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Simulagdo numérica

Como MEF ¢é relacionado a uma discretizacao de um modelo
matematico, que por sua vez é uma idealizacao de um fenémeno fisico,
ha erros inerentes no processo, dentre eles, temos:

o Erro de modelagem: relacionado as hipdteses basicas na formulacdo
das equacoes;

o Erro de discretizacao: relacionado ao nimero de elementos;

o Erro numérico: relacionado a maneira com que o PC representa
nimeros (nim. com precisdo finita; ponto flutuante) e faz cilculos;
pode ser desmembrado em outros tipos de erro.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 22 /48
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Simulagdo numérica

Caracteristicas

00000

-
Pré-processamento
Construgdo do modelo geométrico, definicdo da discretizagdo, definicdo dos carregamentos e restri¢des, definicdo das prop.
mecanicas/fisicas do material, defini¢do das relagcdes entre grandezas etc.
Qualidade da andlise e dos resultados depende fortemente dessa etapa.
y
s
Anilise
Nessa etapa os célculos sdo efetuados (construcdo de matrizes, vetores, resolucdo de sistemas etc.).
“Caixa-preta” p/ o utilizador. Contudo, é aqui que mora o MEF!. E muito importante saber (ainda que qualitativamente)
quais as operacdes que s3o realizadas pelo programa.
v
e
Pés-processamento
Apresentacdo dos dados de saida. Ex.: arquivos, respostas gréficas, tabelas, imagens etc.
Interpretacdo dos resultados.
V.
=] (=) = E £ DA
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 23 /48



Abertura Introdugdo

0000 00000
[e]e]e}

Simulagdo numérica

Preliminares O MEF!
000000 [e]

[ee]e] o] 0000000
0000000

00000000

Softwares/pacotes que implementam o MEF

O ANSYS (www.ansys.com);
ABAQUS (www.3ds.com);
SAP2000

(www.csiamerica.com);
LS-DYNA (www.lstc.com);
CALCULIX (www.calculix.de);
OOFEM (www.oofen.org);
CODE-ASTER
(www.code-aster.org);
COMSOL (www.comsol. com);

FENICS
(www.fenicsproject.org);

@ INSANE
(www.insane.dees.ufmg.br)

© ©

© © 0 ©

© ©

Humberto Monteiro (Newton)

Caso tenham interesse, no link hd um nimero consideravel de outros pacotes:

https://tinyurl.com/yc82mk87

Fig.: Exemplo de simulagcdo de heterogeneidade —
INSANE-DEES-UFMG

[m] -l = = ‘ 3
MEF-A01 20/07/2019  24/48
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Simulagdo numérica

Etapas da modelagem de um problema

Problema de meio continuo
(problema fisico)

Modelo matemtico 4—‘ Refinamento do mod. matematico }4—
¢/ hipéteses simplicadoras
[ .
Modelo discreto de el s finitos i { Refinamento do mod. discreto

l .

Resolugdo do modelo discreto

l

Aval. da acuracia da sol. numérica |

* Um curso de MEF se
concentra nestes pontos,

Aval. do mod. matemético

‘ Aval. do comportamento do prob. fisico }—>{ Utilizagdo dos resultados

[} = =
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01
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Etapas do MEF

Etapas do MEF

O desenvolvimento de um modelo do MEF, incluindo-se os pormenores
fisico-matematicos subjacentes (e imprescindiveis!), segue as seguintes
etapas:

E1l) Definicdo da discretizacao
Selecdo do nimero de
elementos/nds e do A ‘ Q
tipo de elemento.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 26 /48
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Etapas do MEF

E2) Definicao de uma aproximacao para cada elemento

Selegcdo de uma funcdo de deslocamentos p/ cada elemento. A fungdo é definida
dentro de cada subdominio usando-se valores nodais (interpolagdo). Interpolar —
dividir uma fungdo continua, que satisfaz condicées prescritas, em um numero finitos de
pontos.

Em geral as fung¢des utilizadas sdo polindbmios, que obedecem a um conjunto de
caracteristicas necessarias.

O campo de deslocamentos — uma grandeza continua (via de regra) — do
corpo/estrutura é aproximada por um modelo discreto composto de um conjunto de
“funcoes retalho” definidas no dominio de cada elemento.

Relaciona-se com fun¢des especiais chamadas fungées de forma (que serdo estudadas
em maior detalhe posteriormente).

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 27 /48
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Etapas do MEF

E3) Definicao das relacoes deformacdes-deslocamentos e
tensoes-deformacoes

Selecdo do operador que calcula deformagbes a partir de deslocamentos e
da lei que determina tensdes a partir de deformacgdes.

Relembrar conceitos anteriores; Linearidade x N3o linearidade. Pequenos
deslocamentos e pequenas deformacées.

e =Vu c=Ec¢

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 28 /48
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Etapas do MEF

E4) Definicdao das equacées de equilibrio nos elementos
(matrizes de rigidez de cada elemento)

Equilibrio nodal no dominio do elemento é dado pela relac3o entre forcas e
deslocamentos, representada pela matriz de rigidez.
Ha diversas técnicas para derivar essa relacdo, utilizaremos duas, a saber:

o Método de Equilibrio de Forcas: direto, mas restrito a casos simples;
iniciaremos por ele.

o Principio dos Trabalhos Virtuais: principio variacional mais geral aplicdvel

a praticamente todos os casos; generalizamos o MEF oportunamente através
do PTV.

Existem outras estratégias, mas n3o iremos aborda-las

f =k cj, em que k é o liame buscado

v

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 29 /48
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Etapas do MEF

E5) Definiciao das equacgdes de equilibrio do modelo
(montagem da rigidez global)

Através do Método da Rigidez Direta, as equagdes de equilibrio nodal
individuais de cada elemento sdo “ensambladas” de maneira a se obter as
equacgodes globais de equilibrio.

Implicitamente, essa montagem possui o conceito de continuidade/
conformidade, que requer que a estrutura se mantenha coesa.

E = K i, em que K = L—_I-J E ¢ a matriz de rigidez da estrutura

K possui carateristicas especiais que serdo oportunamente tratadas a
posteriori.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 30/48
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Etapas do MEF

E6) Imposicdao das condi¢cdes de contorno e solucdo do
sistema p/ os deslocamentos

Sistema de equacgdes algébricas:

F=Kd
Fy Kiin Ki2 -+ Kin dy
I3 Ko1 Ko -+ Kon d2
Fn Knl Kn2 et Knn dn

- F possui valores conhecidos e desconhecidos;
- d possui valores conhecidos e desconhecidos;

- Em K, cada uma das entradas K;; depende da natureza do elemento (da fung3o de
forma, do tipo de material...)

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 31/48
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Etapas do MEF

E7) Determinacdo das grandezas internas em cada elemento

Célculo de deformagdes e tensdes (ou forcas/momentos), que sdo fun¢do dos
deslocamentos.

e=Vu c=Ee¢

E8) Interpretagao dos resultados

p¢ :' DRET ‘\ @

Uso de ferramentas de < '
pds-processamento para
verificacdo dos S
resultados. N

v
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

Algebra linear

Uma matriz é uma colecdo de niimeros arranjados em linhas e colunas.
Em geral, representa-se uma matriz por letras romanas maitsculas em
negrito (A), letras romanas maidsculas grifadas (A) ou letras entre

colchetes/chaves ([A], {a}).

Uma matriz de ordem m x n é escrita da seguinte forma:

a11 ai2 e Q1n

a21 a2 to A2n
A=

Gml Am2 - amn

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019
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Algebra linear: conceitos basicos e notagdes

o Se m # n — matriz RETANGULAR,;

o Se m = n — matriz QUADRADA,;

o Sem > 1, n=1— matriz COLUNA (Vetor);
o Se m =1, n <1 — matriz LINHA (Vetor);

2 1 01 2 1
A=|12|;B={345|;c={2
3 2 6 7 8 3
o =) E E ERNROING
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

Operacoes e propriedades

e Muiltiplicagcdo por escalar (B = aA) e Adicdo de matrizes (C = A + B)
bij = aaij Cij = Qij + bij

A<[9 e [02] 82+ [0 0]l

']

Propriedades:

Axn € Bioxn;
A+B=B+A;
A+(B+C)=(A+B)+C

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 35/48
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

e Muiltiplicagdo por matriz (C = AB)
“Linha vezes coluna”

Cijzzaikbki
k=1
1 2174 3] _[8 5
3 4 2 1| |16 13

Propriedades:

A'm><n e anl;

AB # BA;
AB+C)=AB+ AC
(B+C)A=BA +CA
A(BC) =(AB)C

Humberto Monteiro (Newton)

Preliminares
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e Transposicdo (A7)
“Linha vira coluna”

(i)

MEF-A01

-
@ij = Qi
1 2
A=1|3 4 |;AT {
5 6
Propriedades:
(AB)" =BT A;

A w

1
2

20/07/2019
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

e Matriz identidade (I)
Uma matriz identidade é tal que

AI=TA=A

“Funciona como o nidmero 1"

100
I:HH;I: 01 0
00 1

Humberto Monteiro (Newton)
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e Determinante (det(A) ou |A])
Fun¢do matricial que associa um valor
numérico (escalar) tinico a uma matriz
quadrada.

det(A) = Z aijcij
j=1

Cyj = (=) |M]

C — matriz cofatora; M — primeiro
menor (A removendo-se linha ¢ e coluna j)

MEF-A01 20/07/2019  37/48
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

e Inversao
Uma matriz quadrada A é invertivel se existe uma matriz A~! tal que:

AA ' =ATA=T

A matriz A~ é chamada de inversa de A e calculada da seguinte forma:

Al 1 c’

det(A)

em que CT é a transposta da cofatora, chamada de matriz adjunda de A.

Importante: O conceito de inversa é importante na resolucdo de
sistemas e hd outras alternativas para célculo de inversa. Em geral ndo
se inverte matriz computacionalmente, pois é uma operacdo cara!

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 38/48
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

e Simetria

Se uma matriz quadrada é
igual a sua transposta,
entdo ela a matriz é
simétrica.

A=A"

Humberto Monteiro (Newton)

e Esparsidade

Uma matriz é esparsa se
possui uma grande
quantidade de zeros.

Veremos que essa
caracteristica é comum no
MEF.

A=A"
1 0 0 0
0 2 00
A=101 0 0
0 0 0 4
MEF-A01

o Singularidade

Uma matriz é singular se
ndo possui inversa, ou
seja, se seu determinante
¢ igual a zero.

1
A=|1
0

N O =
N = N

det(A)=0,pA!

Veremos que matrizes de
rigidez sdo originalmente
singulares.

20/07/2019  39/48
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Algebra linear: conceitos bdsicos e notagdes

Sistemas de equacdes

ai1ri + a2z +
a21x1 + a22x2 +

An1x1 + an2T2 +

Preliminares O MEF!
000000 [e]
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O000000e

"'+alnxn:b1
"'+a2nl‘n:bQ

ot AT = bn

em que z; — incégnitas; a;; — coeficientes; b; — termos independentes.

(i)

Info:

Humberto Monteiro (Newton)

e Se b; = 0 — sist. homogéneo; Se b; # 0 — ndo homogéneo;

e x = 0 — sol. trivial; x # 0 — sol. n3o trivial;

¢ Unicidade da solucdo — det(A) # 0

e Diversas técnicas de solugdo de sistemas: Decomposicao LU, Regra de Cramer,
Gauss-Jordan etc. Nio irei me ater as técnicas de resolucdo, pelo menos por enquanto.
Calculadoras/softwares fazem a resolugdo ¢/ relativa simplicidade.

20/07/2019  40/48
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Comecando...

A partir de agora iniciaremos com a introducdo ao MEF propriamente dito.
Nosso enfoque, conforme ja mencionado, serd a andlise estatica de
estruturas homogéneas e isotrépicas em regime linear.

De inicio, a notacao basica a ser utilizada sera apresentada, seguida de
uma motivacao inicial para compor os fundamentos do método e de uma

estratégia basilar do MEF (rigidez direta).

Fecharemos a etapa tedrica de hoje com a formulacdo de elementos
unidimensionais submetidos a esforcos axiais.

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 41/48
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta
Notacao

Identificam-se a seguir vetores de forcas e deslocamentos nodais nos sistemas de
coordenadas global (z,y) e local (Z,3). Cada componente, em seu respectivo sistema
de coordenadas, possuira um identificador do né a que se refere, da direcao em que
atua e o elemento a que pertenga (que pode eventualmente ser omitido, quando da
auséncia de iminente confus&o, por simplicidade de nota¢&o).

Considere a seguinte trelica, cujo sistema de coordenadas globais estd indicado:

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 42/48
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta

Forcas

Forcas nos nés do modelo

Humberto Monteiro (Newton)
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Forcas nos dés das barras
]
i fiy

f(;)

e fiy #(1) f Llf

B O SR B 6]

€T €T

fz;’ fz;’

Descri¢do do equilibrio; Descri¢do dos esforcos

=] & = E E DA

MEF-A01 20/07/2019  43/48
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta

Deslocamentos

Desloc. nos nds do modelo

dig
diy
dog
da
d= i
d3z

dag

d4y (n.nosxn.g.l.)x1
Tem relagdo com o vetor de forcas F

Humberto Monteiro (Newton)
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Desloc. nos dds das barras

A
d3x

3 (1)
A
\d:w

dix Tdm ‘1('3/ d‘u;
1y

d?@) )

JRETID I i G dgl)

%n ; J%l)

€T &L,

1 (1

al;) asy)

Devem possuir correspondéncia com os vetores de forca
(mesma ordem)

(1) = d | compatibilidade

v
=] (=) = = £ A

MEF-A01 20/07/2019  44/48
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta

Motivacao e preliminares

Consideremos inicialmente um sistema de molas lineares. Cada mola é um elemento
unidimensional composto por dois pontos extremos (dois nds) e que n3o resiste a esforcos de
cisalhamento, n3o desloca-se transversalmente, e desse modo, suporta somente esforcos axiais.

Os dois nds de extremidade deslocam-se ao longo do eixo central. Cada um desses
deslocamentos é chamado de grau de liberdade. Portanto, a mola possui dois g.l.

Adicionalmente, a mola tem uma constante de mola que representa a sua Rigidez. Lei de

Hooke, 1660 — forca produzida por um corpo elastico é proporcional a sua deformagio
(f xé6= f=ks)

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 45/48
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta

O MEF!

o
0000e00

Seguindo as etapas do MEF anteriormente introduzidas, formularemos o
MEF para o cendrio pretexto apresentado. Aqui veremos como o Método

da Rigidez Direta (componente basilar do MEF) funciona.

Definicdo da discretizagdo/sele¢do do elemento;
Definicdo da aproximagdo para os deslocamentos;
Definicio das relacdes deform-desloc e tensao-deform;
Equilibrio de forcas no elemento;

Equilibrio de forgcas do modelo;

© 66 6 6 6

Imposicdo de CDC e célculo de deslocamentos.

Pro quadro...

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta
Método da Rigidez Direta: sintese
—_d1 d3__
a| [l B __dt d2 d3
\ T
o R Loor
\ [ O T S .
L — \ -
A e
—d3  d2__ 0 v Lo !
/ Algoritmo | '"777C e s
/ | - -
dz . . oot oot [P
Rigidezes elementares Rigidez do modelo
[} = =
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01

di

d2

d3
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta
Método da Rigidez Direta: sintese
—di d3___
T B | __d1 d2 3 _
el
, . R
I I | ey ",.y
- et Bt
43 A2 R
N | SRS | SRS | SRS
o B W
o B W
Rigidezes elementares Rigidez do modelo
SR = E T 9ac
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 47 /48
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Método da Rigidez Direta:

di

d3

d3

d2

—d1

d3___

—d3

d2

Rigidezes elementares

Humberto Monteiro (Newton)

sintese

MEF-A01

Preliminares
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Rigidez do modelo

di

d2

d3
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta
Método da Rigidez Direta: sintese
—di d3___
a| Tl B __dt d2 3
\ FoTT T
N N BR Lo d1
\ oo
§ 7
L — \ ,’7
1A BRI @
__d3 d2 __ ./' \‘: :_"“:
/
"N B
< Il W
Rigidezes elementares Rigidez do modelo
o = = = PN E
Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 47 /48
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Introdugdo ao Método da Rigidez Direta

Sistema de equacdes do MEF: sintese
Sistema de equagdes:

F Kpidi+Kppdp
Fi:KpiKi_i:l (Fp*Kipdp) +Kppdp

Humberto Monteiro (Newton) MEF-A01 20/07/2019 48 /48
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